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摘要 

整數系中擁有許多有趣的性質，我們定義 A 為 0 到 9 的整數，並以卡式積

來表示任意 n 位數字，再定義 F 為 位數字對應到 位數字的映

射，F 的對應方式是將原來的 位數重新排列，找到一個最大的數及一個最小的

數，求其兩者之差，可得到另一個新的數。比如說在三位數中，以 327 為例，F(327) 

=732-237 = 495，F(495) =954 –459 = 495。我們發現，以如此方法反覆對應，在三

位數中無論從那一個數開始(數字不可全部相同)，都會得到一樣的結果，那就是

495，這就是固定點。這樣的有趣結果有點類似像黑洞的現象，而三位數以上的

狀況為本文將尋找及探索的目標。  

nAAA =×⋅⋅⋅⋅⋅× n n
n

 
 
關鍵詞：固定點，重新排列，等價關係 
 

Abstract 
There are many interesting algebraic properties in integers. Let A be a set of integers 

from 0 to 9. We construct n-digit numbers by Cartesian product A× A ×⋅⋅⋅⋅⋅⋅ nA= , 
and define a mapping F from to , through which we obtain the value- the 
largest n-digit number by permutation subtracts the smallest n-digit number. For 
instance, in the case of n = 3 , we choose an arbitrary 3-digit number. Say, 327 , F(327) 
= 732 – 237 = 495, F (495) = 954 – 459 = 495. By this recurrence formula, we always 
get the same result F(h) = h = 495, no matter what the initial number we choose (the 3 
digits cannot be equal simultaneously). That is the fixed point of F. It is an interesting 
consequence similar to the “black holes” phenomenon .Our goal in this paper is to 
find and discuss those fixed points h in the case of n > 3. 

nA nA

 
 
Keywords：fixed point，permutation，equivalence relation 
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前言 

定義：設集合 { 9,,2,1,0 ⋅⋅⋅⋅⋅ }=A ，n 為正整數 

      
��� ���� �
 n

n AAAAA ×⋅⋅⋅⋅×××=  

       }9,,2,1,0 ⋅⋅⋅⋅⋅=






⋅⋅⋅⋅−= pppA
n

n
n

����

G ，我們在此定義 An 為任意 n 位

數(0 可以放在前面)，而 Gn 表示為所有位數字不完全一樣的 n 位數。 
定義：設  為 G≈

a
n 的一等價關係(Equivalence Relation)，任意  為 nGhg ∈,

Aaa n ∈⋅⋅⋅ ,⋅,2,1  排列組成 
 
                 naaag ⋅⋅⋅⋅⋅⋅= 21  

                 
niii aaah ⋅⋅⋅⋅⋅⋅=

21
      在此，我們記作 hg ≈  

定義： ≈= nn GH  為 Gn 關於 ≈之商空間(Quotient Space) 
 
定義：設 ，是由 nGh∈ Aaaa n ∈⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ,, 21  所組成， 

其中 a naa ≥⋅⋅⋅⋅⋅≥≥ 21  
定義 nM aaah ⋅⋅⋅⋅⋅= 21    為關於 h 的最大值 

                   h 11 aaa nnm ⋅⋅⋅⋅⋅= −   為關於 h 的最小值 
 
定義： 令  ( ){ ( ) ( ) ( ) ( ) }1,9,2,8,3,7,4,6,5,5=A  
           ( ){ ( ) ( ) ( ) ( ) }0,8,1,7,2,6,3,5,4,4=B  
           ( ){ ( ) ( ) ( ) ( ) }0,9,1,8,2,7,3,6,4,5=C  

定義：  nuu

T

Gyyxxh ∈⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= 1199
��


，其中 

121 yyxxx uu ≥⋅⋅⋅⋅≥≥≥⋅⋅⋅⋅≥≥  

某特定的 i , j   jjii xyxy −=−= 8,10     

而其他的 t，所有 yt 為 9 –xt 形式的組合 

                則令  { }irh xxurr =≤≤= ,1φ  

                     { }jrh xxurr =≤≤= ,1δ  

定義： nnn aaaHaaah ≥⋅⋅⋅⋅⋅≥≥∈⋅⋅⋅⋅⋅= 2121 ,  

                   令 { }0max 1
21

≠−= −+
≤≤

inini
h aaiσ  
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定義： 對任意 nGh∈ ，一對應   ，定義 nn GGF →: mM hhhF −=)(  
 
定義： 對任意 nGh∈ ，若 F (h) = h，我們稱 h 為 F-固定點 
 
定義：設 h ，若存在某一個 nG∈ nGg ∈  滿足對任意 ε ＞0，存在一正整數 N，

當任何正整數 t＞N 時，恆有 hgF t −)( ＜ε Δݺଚጠ h 為 F-極限點，

並記作      h  )(glim F t

t ∞→
=

主要結果 

定理：設  hhFhgFGgh t

tn =⇒=∈
∞→

)()(lim,,

證明：  hgF t

t
=

∞→
)(lim

       則對任意ε Ї0，存在一正整數，使得任意 t＞N 恆有 

                 hgF t −)(  ＜ε  

       當取
2
1

=ε  時， hgF t −)(  ＜
2
1  ，而 Ft(g)－h 為一整數 

       必定是  Ft(g)－h＝0 
hgFgFFhF tt ===⇒ + )())(()( 1  

                                                     ❚❚  
本定理說明了任意一個 F-極限點必定也是 F-固定點 

 
定理： nn HHF ⊂)(  

證明： 對任意 h ，我們可以找到nH∈ }{ 9,,1,0,,1 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅∈⋅⋅⋅⋅⋅⋅ naa  

naaa ≥⋅⋅⋅⋅⋅≥≥ 21 ，使得 naaah ⋅⋅⋅⋅= 21 表示之，當然；  

naa −1 ＞0 ，假設 sh =σ  

nsn

T

sM aappaah ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= +− 11

��

 

11 aappaah s

T

snnm ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= −+

��

 

若 F(h) = hM - hm 

     [ ] ⋅⋅⋅−−⋅⋅⋅⋅⋅−−−⋅⋅⋅⋅−= −+−+−+− )(999)1)(()( 11211 sns

T

snssnsn aaaaaaaa
��


 

        [ ] [ ])(10)(9 112 nn aaaa −−−− −  

 - 3 - 



       
����
 n

qq ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=   ，其中 { }9,,2,1,0 ⋅⋅⋅⋅∈q  

   (1)  當T 時，0≠ snsn aaaaq −+− −=⋅⋅⋅⋅=−== 2119  
                    ⋅⋅⋅⋅⋅=−−=−−= −+−+ )(91)( 11 snssns aaaa  
        得 a )(109 11 nn aaa −−==−     ，不可能 
 

(2) 當T 時，0= )(10)(9 112121 nnnn aaaaaaaaq −−=−−=⋅⋅⋅⋅=−=−= −−  

    得
2
9

12 =− −naa  ，不可能                                                     

        故 nHhF ∈)(  ，即 nn HHF ⊂)(  

                                                                 ❚❚   
本定理說明了對應 F： 對於 nn GG → ≈具有封閉性，也就是說我們在此處的定

義是合理的(Well-Defined) 
 

性質 1： 已知 CyxCByxAyx jjiitt ∈∪∈∈ ),(,),(,),(  

         jtijti yyyxxx ≤≤⇒>≥  

證明：   ∵  jt xx >

            jt xx −<−⇒  

            1−−≤−⇒ jt xx  

            jjtt yxxy =−≤−=⇒ 910  

          同樣的，  ti xx ≥

            ti xx −≤−⇒  

            ttii xxxx −≤−≤−≤−⇒ 10998  

             任意  ⇒ CBxi ∪∈

                                                           ❚❚  ti yy ≤

 性質 2：已知 CAyxCyxByx jjiirr ∪∈∈∈ ),(,),(,),(  

           jrijri yyyxxx ≤≤⇒≥>  

 證明： ∵ ri xx >  
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           ri xx −<−⇒
          ri xx −≤+−⇒ 1  
          rrii yxxy =−≤+−=⇒ 818  

                而  jr xx ≥

           jr xx −≤−⇒

          jjrr xxxx −<−≤−≤−⇒ 10998  

          對任意 ⇒ jrj yyCAx ≤∪∈ ,  

性質 3：已知 ByxAyx jjii ∈∈ ),(,),(  

        jiji yyxx ≤⇒+> 1   

 證明：   ∵  1+> ji xx

                 1−−<−⇒ ji xx  

                 2−−≤−⇒ ji xx  

                 jii xxy −≤−=⇒ 810 = yj   

性質 4：已知 ByxAyx jjii ∈∈ ),(,),(  

        ijjiji xyxyxx −=−=⇒+= 9,91  

       若非負整數排列 2,121 ≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ szzxxx ss  
       11 zzxx ss ≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥≥≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥ ，其中存在某 δφ Ⰰ 使 

       ByxAyx ∈∈ ),(,),( δδφφ ，任意其他 { }δφ ,∉i 恆有 (  Cyx ii ∈),

        假設 在排序中，令bxax == δφ , { }axj jsj
==

≤≤1
maxφ  

                                       { }bxj jsj
==

≤≤1
maxδ  

        szzz ,,, 21 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ 組合與 syyy ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅21 , 組合一樣，則有下列結果： 
定理：若 φδ < ，則 121121 yyxxxzzxxx ssss ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅  

定理：若 φδ > ，  ，則 1+= δφ xx
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      )9()9( 121121 xxxxxzzxxx ssss −⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅  

定理：若 φδ > ，  ，則 1+≠ δφ xx

        121121 yyxxxzzxxx ssss ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅  
 
       綜合以上定理，可以得到一重要結果： 
 
定理：任意 )(121121 Iyyxxxzzxxx ssss ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅  
                           或 )()9()9( 121 IIxxxxx ss −⋅⋅⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅⋅=  
       必定成立 
 
性質 A：若 T > 0, S >0 , R 0 ，且 h 可表為下列型式 ≥

      
P ��
��
��
��
��
��
��
��
��
 TSSRSSRSST

h 00112233445566778899 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=  

      則 h 必為 F 的固定點 
 
性質 B：若 T  0 ，且 h 可表為下列型式 ≥

      13346667
����
����
 TT

h ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=      ，則 h 必為 F 的固定點 

 
性質 C：若 T 1  ，且 h 可表為下列型式 ≥

      
����
����
����
 TTT

h 445599 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=      ，則 h 必為 F 的固定點 

性質 D：任意整數 
��
��
��
��
 RSST

hRST 667778889999,1,,0 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=≥≥  

                           
��
��
��
��
��
��
 TSSRSS

00011122233444555 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅  

        必為一 F-固定點 

性質 E：任意整數 T 0 ， ≥ 2133345666789
��
��
 TT

h ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=  

        必為一 F-固定點 
 
定理：若 hsHh hn ,2, ≥=∈ σ 為 F-固定點 

       1199 zzxxh ss

T

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=⇒
��


 

      其中 11 zzxx ss ≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥≥≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥  

     有一點在 A，一點在 B，),(,),,(,),( 21 isii zxzxzx ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
21 s

)2( −s 點在 C 
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證明：令 12221211 +−+−++ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= kskskss aaaaaah  
         其中 121 +≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥≥⋅⋅⋅⋅⋅≥ ks aaa  ，在此；我們僅考慮 n =2k+1
即可， 因為 n =2k 與 n = 2k+1 的討論方式相同 

         h 12221211 +−+−++ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= ksk

T

skssM aaaaaa
���� ����� �


 

         h 11122212 aaaaaa ssskskkm ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= +−+−++  
 
           02121 =−=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=− +−++ kksks aaaa⇒  
          及  a skssk aa −++−+ ≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥= 12112  
 
         [ ] 991)()()()( 22321121 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= −+−+−+ skssksk aaaaaahF  
               [ ] [ ] [ ])(10)(9)(9 1212222 +−+ −−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−− kksks aaaaaa  

            即
��������� ���������� �


��� 
��� 	� )10()9()8(99)( 121 bbbbbhF ss −−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=  

                    令 { }111 10,max bbt −=  
                       { }sss bbt −= 8,max  
                       { }iii bbt −= 9,max  
 
           將 t 按大小順序排列為stt ,,, 21 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ sxxx ⋅⋅⋅⋅⋅⋅21 ,  
           將10 121 9,,9,8, −−⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−− ss tttt 按大小順序排列為  1,, zzs ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
           F(h) ,h 有相同的 1221 ,, +⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ kaaa 組合，所以 

                  1199 zzxxh ss

T

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=
����


   得證             ❚❚  

 
定理：若 ，為 F-固定點， kk Haaah 2221 ∈⋅⋅⋅⋅⋅⋅=

      ,kh =σ    1, 12211 −−=−= +kkkk aaaaaa  
      則對於任意整數 T >0 ，S >0 ，R 0 ≥

       
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
 TSSRSSRSST

h 00112233445566778899 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=  

證明： 

112

211

aaaah
aaaah

kkkm

kkkM

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=

+

+

#
#

 

        [ ] [ ])(91)()()()( 112121 +++− −−−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=⇒ kkkkkkk aaaaaaaahF  
                 [ ] [ ])(10)(9 21122 kk aaaa −−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ −  
 
        而 112221 +− −≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥−≥− kkkk aaaaaa  
           )(9)(9 1221 −+ −−≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥−− kkk aaaa  
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           ，及 kaaa 211 −=⇒ 112 −−= +kkk aaa  
        得             02 =ka
                   11 =− +kk aa
 
     (1) 當 a⇒ 1 = 9 時，F(h) = 1809 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅  

†††
†††††††††††† 㔀≥   #   4≤  
††††††  　㤀 ㄀ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= +kkM aa #h   
            90 1 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=− + kkm aah #  

            9 …………..0  8…………….…..1  =)(hF
 
                            #   5≥ 4≤  
††††† h† kkk aaaa 211 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= +#⇒    
                  9 ……8……..5  4…………1……0   
 
  故由前面的定理得知 

            
����
����
����
����
����
 VRPST

h 5566778899 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=  

                
����
����
����
����
����
 TSPRV

0011223344 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅  

  代入 F(h) 解得 T  0，S =P =V 0，R 0 ≥ ≥ ≥

 
       (2) 當 81 =a  時，即 

            01122334445556677888
��
��
��
��
��
��
��
��
 TSPRRPST

h ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=  

  代入 F(h)得 

        F(h) 2223446688801133556778
��
��
��
��
��
��
��
��
 TSPRRPST

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=  

  比較 h，F(h)  P = P + 1  不可能 ⇒

 
      (3) 當 71 ≤a 時 
      hM = 7…………….5 4………………0 
     -hm = 0……………..4 5………………7 

    F(h) = 7……………..0 8………………3 
   但 { }kaa 21 ,,8 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅∈  得 78 1 =≤ a   不可能                      ❚❚  
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定理： 設 h ,,2221 kHaaa hkk =∈⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= σ  h 為 F-固定點 
      且 )(9, 1222211 −−−=−= kkk aaaaaa  
       h 必為性質 A 的型式，其中 ⇒ 2≥T  

證明：      ⇒    


 




−−=
−=

− )(9 1222

211

kk

k

aaa
aaa

 −=
=

−122

2

9
0

k

k

aa
a

        012 =⇒ −ka
           92 =a

         hM = 9 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
��
 T

99 1
��
 T

00 ⋅⋅⋅⋅⋅  

        - hm = 0 01⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ………………..  

        F(h)=9 89
����
 T

⋅⋅⋅⋅⋅ ………(ak-ak+1-1) [ ])(9 1+−− kk aa  

                  …….≥    ↓  和為 8> ↵ 
†† 
††† 知 hM，F(h)之 9 個數不相等，不合要求  
     故                               

       h = 9 
��
 T

99 ⋅⋅⋅⋅⋅  8 
��
 S

8⋅⋅⋅⋅⋅8
��
��
��
 VRP

556677 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅  

            
��
��
��
��
 SPRV

11223344 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅  1 
��
 T

00 ⋅⋅⋅⋅⋅  0 

     與 F(h) 比較係數個數得 
             T 2 ≥
          P = V = S+1，其中 S≥ 0 
      得 h 為性質 A 型式，只是 T≥ 2 而已                            ❚❚  
 
定理：設 hkHaaah hkk ,,2221 =∈⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= σ 為 F-固定點 
      且 1)(,)(9 1211 −−=−−= ++ kkkkk aaaaaa  
      則 h 必為性質 B 型式 
 
證明：由前面定理得       當 kh =σ 時 

        
45

121

≤≥
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=

#
# zzxxxh kk        (因 xk =4，則 zk =4，不合) 

         造表得 




−−=
−−=

+

+

1)(
)(9

12

11

kkk

kk

aaa
aaa
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                                 45 21 ≤≥ kaa #  

1+− kk aa  ),( 1+kk aa  1a ka2

1 ( 5 ,4 ) 8 0 

2 ( 5 ,3)  (6 , 4) 7 1 

3 ( 5 ,2 )  (6 , 3) 6 2 

4  5 3 

               
       根據 kkk aaaa 211 ≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥>≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥ +  
    (1) ( 0,8,)4,5(), 211 ===+ kkk aaaa  
 
   hM =  8…………..5 4……………..0 
  - hm =  0…………..4 5……………..8 

 F(h) =  8…………...0 8……………..2    至少產生兩個 8 
所以， 

    
P

　㄀㄀㈀㈀㈀㌀㌀㘀㘀㜀㜀㠀㠀㠀㠀
TSPPST

Mh ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=
��
��
��
��
��


 

    
P

8888776633222110
��
��
��
��
��
 TSPPST

mh ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=  

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=⇒
��
��
��
 PST

hF 66556778)(  

  F(h) 有 P+1 個 6，而 hM 有 P 個 6，不符合 F-固定點定義 
 
    (2) ( 1,7,)3,5(), 211 ===+ kkk aaaa  
    hM = 7……………5 3 …………..1 
    hm = 0……………3 5……………7 
  F(h) = 7…………….1 7……………4        有產生 4 的數 
         但 hM 沒有 4，亦不合 
 
    (3) ( 2,6,)2,5(), 211 ===+ kkk aaaa   [ ( 6 , 3 )的情形亦然] 
   hM = 6……………5 2 …………..2 
   hm = 2……………2 5……………6 
 F(h) = 4…………….2 6……………6        有產生 4 的數 
         但 hM 沒有 4，亦不合要求 
 
    (4) ( 1,7,)4,6(), 211 ===+ kkk aaaa  
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  可令 122334666777
��
��
��
��
 TSST

M ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=h  

   與 F(h) 比較數字個數，得 
     T = 0，任意 S≥ 0                                             ❚❚  
 
定理：設 h ,,2221 kHaaa hkk =∈⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= σ  h 為 F-固定點 
      且 )(9,)(9 122211 −+ −−=−−= kkkk aaaaaa  
        h 無解 ⇒
證明： 

           




−−=
−−=

−

+

)(9
)(9

1222

11

kk

kk

aaa
aaa

      ,)()( 112221 +− −−−=−⇒ kkkk aaaaaa  
  已知   kkk aaaa 211 ≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥>≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥ +  
   得 0112221 ≥−≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥−≥− +− kkkk aaaaaa  
    kkkkkk aaaaaaaaaa 21122112221 )()( −≤−≤−−−=−⇒ −+−  
    12221 −−=−⇒ kk aaaa  
    及 01 =− +kk aa  
     但是已知 kh =σ   得知 01 ≠− +kk aa  
     所以 h 無解 
                                                                 ❚❚  
定理：設 h ,,2221 kHaaa hkk =∈⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= σ  h 為 F-固定點 
      且 1)(,)(10 12211 −−=−−= +kkkk aaaaaa  
        h 無解 ⇒
證明： 

       




−−=
−−=

+ 1)(
)(10

12

211

kkk

k

aaa
aaa

,
2

10 2
1

ka
a

+
=⇒ 即可能 a2k = 0, 2 或 4 

      由表得 
      

ka2  1+− kk aa  ) 1a,( 1+kk aa   
0 1 ( 5 , 4 ) 5 
2 3 ( 6 , 3 ) , ( 5 , 2 ) 6 
4 5 沒有 7 

 
       根據 kkk aaaa 211 ≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥>≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥ +  
       (1) 0,5,)4,5(),( 211 ===+ kkk aaaa  
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    hM = 5……………5 4 …………..0 
   - hm = 0……………4 5……………5 
  F(h) = 5…………….0 8……………5        有產生 8，故不合 
 
       (2) 2,6,)3,6(),( 211 ===+ kkk aaaa  
    hM = 6……………6 3 …………..2 
   - hm = 2……………3 6……………6 
  F(h) = 4…………….2 6……………6        有產生 4，故不合 
 
       (3) 2,6,)2,5(),( 211 ===+ kkk aaaa  
    hM = 6……………5 2 ……….…..2 
   - hm = 2……………2 5……………6 
  F(h) = 4…………….2 6……….……6        有產生 4，故不合 
根據 (1) , (2) ,(3) 結果知 h 無解                             
                                                                 ❚❚  
定理：設 h ,,2221 kHaaa hkk =∈⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= σ  h 為 F-固定點 
      且 )(9,)(10 1222211 −−−=−−= kkk aaaaaa  
        h 無解 ⇒
證明： 

       




−−=
−−=

− )(9
)(10

1222

211

kk

k

aaa
aaa

  )()(1)( 2112221 kkk aaaaaa −−−+=−⇒ −  
  ⇒  )(1)(2 12221 −−+=− kk aaaa
   而 1112221 ≥−≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥−≥− +− kkkk aaaaaa  
  )(2)(1)(1)(2 212112221 kkkk aaaaaaaa −≤−+≤−+=− −⇒  
  11 112221 ≥−≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥−≥−= +− kkkk aaaaaa⇒  
   所以    ==⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅== kaaa 21  p+1 
         =⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅== ++ kkk aaa 221  p 
      其中 p 為某非負的整數 
 
      h⇒ M = (p+1)……………(p+1) p ……………..p 
         hm = ..p…………………p ..(p+1)…………(p+1) 
        F(h) = 1………1…….….0….8………….8   9   
   與 hM 之數字根本不合，故無解  
                                                                 ❚❚  
綜合以上的定理，我們可得到重要的結果，即 
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定理：設 h ,,2221 kHaaa hkk =∈⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= σ  h 為 F-固定點 
      必為性質 A 或性質 B 的形式 h⇒
證明：  根據 kkk aaaa 211 ≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥>≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥ +    

                
12122

212111

aaaaaah
aaaaaah

kkkkm

kkkkkM

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=

++

−+−

      得 

  [ ] [ ])112121 (91)()()()( +++− −−−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= kkkkkkk aaaaaaaahF   

         [ ] [ ])(10)(9 21122 kk aaaa −−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ −  
    而  112112221 −−≥−≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥−≥− ++−− kkkkkk aaaaaaaa  
        )(9)(9 1221 −+ −−≥⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅≥−− kkk aaaa  ，10 )( 21 kaa −−  
    將 F(h) ，hM  比較數字，故  
        )(9, 1211 +−−−= kkk aaaaa 或 )(10 21 kaa −−  
          或 1)( 12 −−= +kkk aaa )(9 122 −−− kaa  

                       ❚❚  
  由前面定理可得到結果  
                                                                 
現在，我們探討 n 為奇數情形，如同 n 為偶數狀況一樣，可以得到 
 
定理： h hkHaaa hkk ,,121221 =∈⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= ++ σ 為一 F-固定點 
      且 1)(,9 212122 −−=−= +++ kkkk aaaaa   
      則 h 必為性質 D 形式或性質 E 形式 
 
定理： h hkHaaa hkk ,,121221 =∈⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= ++ σ 為一 F-固定點 
      且 )(9,9 2212122 kkk aaaaa −−=−= ++  
      則 h 必為性質 D 形式 
 
     上面兩定理可綜合成一結果： 
定理： h hkHaaa hkk ,,121221 =∈⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= ++ σ 為一 F-固定點 
      則 h 必為性質 D 或性質 E 形式 
 
      下列定理中， nnT σ2−= ，我們可以得到 

定理： hnHaaah nnn ,
2

1,21
−

<∈⋅⋅⋅⋅⋅⋅= σ 為一 F-固定點 

      ，且T hn ⇒≠σ 無解， 

定理： hnHaaa nnn ,
2

1,21h −
<∈⋅⋅⋅⋅⋅⋅= σ 為一 F-固定點 

       則 h 必為性質 C 形式而已 
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結論 

對於 n = 2 , 3 , 4 , 5 的 F-對應情況，可在下列圖形中充分瞭解，而 時，

的所有 F-固定點亦可根據性質 A , B, C , D , E 找出其個數及型式，例如以  n = 
5 代入性質 C , D , E 無解，故在 H

5≥n nH

5 沒有 F-極限點，而 n = 6 時，代入性質 A , 
B , C 有兩個 F-極限點，995544 ，766431 而已，H11，H13 皆只有一個 F-極限點。

對於其他 有多少封閉迴路，多少次 F-對應才能進入一封閉迴路或到一 F-極限

點，也是一個很有趣的問題，值得我們去研究探討。 
nH
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